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O�O J������������� "� #������ O � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K<<

( )���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K<H
;�E 4���
���� �
��
�����
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K<H
;�K -G"����� ��

� ��� ��
���
����
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K<M
;�H #���
����
���� "� #������ ; � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KEF
;�N J������������� "� #������ ; � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KEL

�* #!��
��
� ��� ���+,����-,����� &������
����
�� � � � � � � � � � � � KE;
E<�E �9����
��

� &��
�"�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KE;
E<�K  �� �9����

� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KKE
E<�H  ��� �����"�� &��
�"�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KKH

E<�H�E �������
�"�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KKH
E<�H�K !���
����
��
�� ���� �����"�� &��
�"�� � � � � � � � � � � � � � � KKF

E<�N ��
���������� ��� '���6�����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KKO
E<�F #���
����
���� "� #������ E< � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KH<
E<�M J������������� "� #������ E< � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KHE

�� .��
�����!
�/����0 1����������� ��� .���2��� � � � � � � � � � � � � KHH
EE�E  �� J��
���"��� ��

�
�
 D����������� "� ����� �
��
��� � � KHN
EE�K 1
���������� ��� D������6��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KHM
EE�H -����� �������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KHO
EE�N �����������
�� J��
���"��� ��� 	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KN<
EE�F -��������� ��� ���������
��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KNH
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EE�M #���
����
���� "� #������ EE � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KNF
EE�L J������������� "� #������ EE � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KNO

�� ������,�+����,����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KN;
EK�E -�� ����� >&��
������ ��� �������? � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KF<
EK�K ������"������"�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KFM
EK�H -
"������ ��� �������"�
��� ���%7 ����
 ��
������� � � � � � � � � � KF;
EK�N -����

� &�����.�
���&��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KME
EK�F J������������� "� #������ EK � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KMF

�� �
��
�����
!
�/���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KM;
EH�E �
�2��� E8 ���������� ��� +�
���

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � KM;

EH�E�E  �
 �
���������� ����
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KM;
EH�E�K  �
 �������"�
�������
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLK
EH�E�H  �� /�����
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLH
EH�E�N ���� ��������
�

������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLN

EH�K �
�2��� K8 ����������
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLM
EH�K�E  �� ���
������

� &�����8 )������

�
���������������" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLM
EH�K�K �
����������  ������
����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KLL
EH�K�H '����������
��� ��� -���
���
��

��� � � � � � � � � � � � � � � � KO<
EH�K�N -
��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KOK
EH�K�F ������ ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KON
EH�K�M  �� ����������
��� ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � KOM

EH�H J������������� "� #������ EH � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KOO

3����������� 4�� 
'���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � KO;

&�� 5�������,���� 4�� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � K;E
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∆N(t) = N(t + ∆t)−N(t) = ∆t
(

λ+ − λ−)N(t) . AE�EB
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 �� ������ ���
������ ��
 ��� J���� A������� E�HB�



�( � ���������	�
��

�

�
x

y

•◦

�

�
x

y

•

◦

����  �#� �����
�	�
 ��� ��
�������� ��� ��� 8
������	�!��������	�
 �� ���3�4

�
!��� ��� 8
��������!��$

��� ��������� ����� �	������

��
���� ��� ��
 -����
����� ����
 ,5�������
������ ��
 ��� �
����� ������ ���
��� ��������� ������� ��� �

� >����
�������? 
�� ����
��

���  ���� ��� ���
�����( ��� ��

 0	
�������� �� ��� -��������
�����
� A"��� &���� ��� J��
�
�
��������
��
B ��� ��� 4�������� �����
����

��� #�������� ����� �
������ ���� ��
  �� 	���� 	�

 #��������� ��
��� ������������ ��� ��� ��	��� ��	 ������ ��� $�������� �	� ����
�����	

��� ��	 %������	 ��� ����
&���� ��� ����� ��������� ��'
	���	���
����

-�� �����

�� ��
����������� 
��
��
 ��� ��� ���������� ��� �

����������
"����
 ��
����� ��
�

���� ��� ���� ��
 ��
���� �����( �� ���

� ��� ����
�������� ��� �

���������� ���� ��%
��
 ��� ��
 ����� ��( 2� ��

 ��� �����
������ ��
 ��

 �

��������� ��
���� ���
���������� A���
� ���� E�NB� '�
:���� ����� ���

�� >�

��������� �

�����? ��
��� ��

 ������ U���
����� ��
��� -����������� A�������� ��� �

������

�����B �

����

 ��� ��� 4�������
A�

������������
�������B ����
��"��

��� ��
 ��� x ∈ R ��� ��

����� +�
� ����
 �
57� ��� ��� x̃ �����


��
��� �����

�����( �� ��
�

eabs(x) = |x− x̃| AE�ENB

	����

�� <����� �� x ��� ��
 x �= 0 ��
 D�������

erel(x) =
|x− x̃|
|x| AE�EFB

���	
� �� <����� �� x ��������



�$% 2�������� ����� ,������� �.

��� ������ ��� %������ ��� �����������
�
  ��� 	�

 �������� (�
���
�� ��� �������	����� ��� �&)�� ��� ��� ��������� (�
��� �� �������	
��	 �����
 ����������	 ������  �� ��	 %������ �

��

� �����������
��
$����� 	���	� �����	�� �������� (�
��� �� ��� ������������ ��������
���)� �������� �� ��

����� �� �������	 
����������
 	� 
��)� ��	
%������ �

��

� ���������

������ ���� �� �����

� ������� ��� ��� �������� "����
 ��
��� a, b ∈ R ����
�������
 ��
���

 ����� ���


%��� ��� ��

 ��� ��� ���
�

���� ��� ���������
:�
��
�( �� �����
� ���  
���
��������

���
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rd(x) ⊕ rd(y) = rd(x + y) ,

rd(x) ⊙ rd(y) = rd(x y) ,

rd(x) ⊘ rd(y) = rd(x/y) .
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x = (a + b)(1 + ǫ1) , s1 = (x + c)(1 + ǫ2) .
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s1 =
(

s + (a + b)ǫ1
)

(1 + ǫ2) = s + sǫ2 + (a + b)ǫ1(1 + ǫ2) ,
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|a + b + c|ǫ1(1 + ǫ2)
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x+ = −p

2
+
√

D , x− = −p
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−
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D ��� D =
p2

4
− q > 0 , AE�HKB
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p

2

∣

∣

∣ .

 ��� ����� ��� ���
����%7�� ������
� ,5���� �� ��
 )%
� ��
 < ��� ��� ��

��
������� ��
 �����
�

����� :�
��� �� AE�HKB ��� ����5�

��� "� ����


�
���8  �� ��
�

���� �����
 ,5���� ��� ���������
4������
 ��� ��( "��
�� ��� ���
����%7�� �
57�
� )��������� ��� /���� ���

x1 = −
(p

2
+ sgn(p)

√
D
)

"� ��
�

���( �����

sgn(p) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

1 ( ����� p > 0
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sinh(x) =
ex − e−x
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Φ :{0, . . . , m−1} × {0, . . . , n−1} −→ {0, . . . , mn−1} ,

(i, j) �−→ i + j m .
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f(x) = g′(x) = cos(2x)− x2
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m =
a + b
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b := m
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������ ���"�
a := m .
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 ��� �������� ��
��
��������8 +�
 �%
��� ���� %@����������
��
������ �� N − 1 *�������
�����

[xk, xk+1] , xk = a + (k − 1)
b− a

N − 1
( ��
 k = 1, . . . , N − 1 ,

��� ������ ��� 2���� �����
 *�������
����� ��� *
���"
���� AF�FB ��� ���"�� ��


h :=
b− a

N − 1
, fk := f(xk) ��
 k = 1, . . . , N ,
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�� ���� h = xk+1 − xk ��
 k = 1, . . . , N − 1 ��� ��
 
����

xk+1
∫

xk

f(x) dx ≈ h

2
(fk + fk+1) .

!���
 ���

���� ���

b
∫

a

f(x) dx =

N−1
∑

k=1

xk+1
∫

xk

f(x) dx

�

����� ��
 ��
��� ��� �
�����
� H�	��������8

b
∫

a

f(x) dx ≈ h
(f1 + fN

2
+

N−1
∑

k=2

fk

)

. AF�MB
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1
∫

−1

√

1− x2 dx =
π

2
.
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��� �;�

*	� <���
��	�
 ��� 5	�������� ��� x2 − 2 ���� �
� <���!���������
���� 
	� �
�
8�
��������
�� [0, 2] 
�
�������$ )��
�� )���� ����� ��� "������	�!� m �3�����
��� ������ 8
������ 
�D


> m = 1.0, 1.5, 1.4 ⊓⊔
�> m = 1.0, 1.5, 1.25 ⊓⊔

> m = 1.0, 1.25, 1.375 ⊓⊔



�&( ' 5	�����
��� *���
��������

	
��� �;�

�:���� 8�� �
� 5���������
���� ��� �
�� �	�
�- ����� 8�� ��� 5	�������� �	 x2−2
����
����$ 8�
���� 8�� ��� x0 = 1.0$ )��
��� )��� ����� x2 
�D


> x2 = 1.41 ⊓⊔
�> x2 = 1.42 ⊓⊔


> x2 =
17

12
⊓⊔

�> x2 =
18

12
⊓⊔

	
��� �;�

)��
�� ��� ���
����� ����
������ 
����������� 3
√

3D


> xn+1 = xn +
x3

n − 3

3x2
n

, x0 = 1 ⊓⊔

�> xn+1 = xn − 3x2
n

x3
n − 3

, x0 = 1 ⊓⊔


> xn+1 =
2x3

n + 3

3x2
n

, x0 = 1 ⊓⊔

�> xn+1 =
2x3

n − 3

3x2
n

, x0 = −1 ⊓⊔

	
��� �;�

<���
���� 8�� ��� ����
�� ��������
���� ��� sin(x) �� x = π/4$ )3���� 8�� �������

�� 8�:��������� x1 = π/6 	�� x2 = π/2$ )��
��� )��� ���
���� 8��D


> 1/
√

2 ⊓⊔
�> 5/8 ⊓⊔

>

√
3/2 ⊓⊔

�> 7/8 ⊓⊔
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�
1
Z

0

x2 dx ,

���� [0, 1] �� ���� 
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� 
��F� ������
��� 	��������� ����D


> 0.375 ⊓⊔
�> 0.5 ⊓⊔


>
1

3
⊓⊔
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������� �	 !7����- ���������� ���� ����
���� �	�
��:����$ ⊓⊔
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)����� %
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��������� ��� ������ ���� ���
�� ���
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 ���
���

'� �∗ G	���� ��� �	

��	����� 8��	

�������
���� *��
� ��� 
� 9
��� ����� !�����7���
�� )���� ��� 9
��	� r 
�
��	����$ )��
�
�
 �	�� ��� 6���� ����- �
��� ��� 
��
	 ��� �3���� ��� )�����P3
�� 
�
�
��� !
��D

'�! �$���� 4�� %��������������	�������
��������� 8�� ��� ,��
�
��� �	� <���!���������
���� ;<������� '$�> 	�� �	�
5�����4����
���� ;<������� '$�> �
���
�����- �
�� ��� ���
�� ��� �	�!�����
	�4
����	�
�� 
��3��� ����$


> O����� 8�� ����
������� B��
	�
!�����
��
�!�� ǫ 	�� 	�����	
��� 8�� ��� *	4
�
�����
�
 ����
��� ǫ 	�� ��� ���
�� ��� �	�!�����
	�����	�
��$

�> O����� 8�� ���
������� 8�
������� �:� �
� 5�����4����
����- ����������� x0 = 0
	�� x0 = 10−10$

'�" ������

���	������� 12� ��� %�3���5A��1�
�����
<���
���� 8�� ��� 5	��������� ��� f(x) = x5−1 	�� g(x) = x5 ��� ����� ��� 5�����4
����
�����$ ��������� 8�� ?������ 
�� 8�
������ x0 = 0.5 	�� ������ 8�� ��� ������
���
��������� ����	
�!�������� �:� ǫ = 10−6$ <�������� 8�� ?������ ��� ���
�� ���
����
������ ����� ��� 
����	��� ������$

'�# �∗ <	� /�������

� W 5�����	����
+�� N�!����	�!���� �	

f : (−1,∞) −→ R , f(x) = xex ,

���F� '��
��	�
�� ()���*	���$ +�� W 4�	�!���� !
�� ��
�� �	�
� �������
�� �	�!4
������ �� 
��
��������� ���� �
�
������� ������$


> ����	������ 8�� �
� 5�����4����
���� �	� �	�����	�
 ��� W 4�	�!���� 
� �����
8����� x > −1/e$
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�> �������������� 8�� ��� N�������
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�� ��-����R23- �
� ��� W 4�	�!���� 
	�
����� )���� 
	������� 	�� ������ 8�� ���- ����� 8�� |f(W (x))− x| 
� ��� 3K	���4
��
���� 8������

xi =
i

N
, i = 0, . . . , N ,

����
���� �
����$

> +�� �	�����	�
 ��� W 
	� ����� ��� ��� ��
�� 
	������
$ ��������� 8�� �
���

��� �	�!���� �	� ����
��� ��������
���� 
	� <������� '$%- 	� )���� 
� ��� 8������

xi+1/2 =
i + 1/2

N
, i = 0, . . . , N − 1 ,

�	 ���
����$ ���
���
��� 8�� ��� �������������� )���� ��� ?����- ��� ��-����R23


� ������ 8������ �������$

'�' �)���	���� $��,�4�������
<���
���� 8�� �
� ����
�
�

1
Z

−1

f(x) dx

�:� ��� ����
�
����

f(x) =

( √
1 − x2 : x < 0

1 −
√

1 − x2 : x ≥ 0

��� ����� ��� O�
�����
��$ ���
���
��� 8��- ��
������ ��� N = 2- ��� ?������
� 534
���	�
 ��� ��� ��
!��� ����
�
����� ;����� <������� '$&> 	�� ����

���� 8�� ���
�����
!�	�
 ��� ������� ��� �

������� N $ )��
��� ����
���� ������� 8�� ����D
)�� ��!�3��� 8�� ��
� ������ ����
����D

'�- �7�������� :�� +���������� �	� ������������
G�� !
�� �
� ��� ��� ����
 ��
� ��� ��� �������
�!��� �	�����
��� ����
����
�������
� ���������# G����� �
� ;	���
�����
��> ����
�
�

1
Z

0

1 + x2

2
√

x
dx , ;'$.>

���������- !7���� ��� ��� O�
�����
�� ��
�� ���������- �
 ��� ����
�
�� �� x = 0
���� ,�������� �
�$


> <��	���� 8�� ��� ������ ��� �
�������� ����
�
����-

b
Z

a

f ′(x)g(x)dx =
ˆ

f(x)g(x)
˜b

a
−

b
Z

a

f(x)g′(x) dx ,
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Ax = Dx + Lx + L⊤x ,
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������ (L⊤)ij = lji = 0 ��
 ���� j ≤ i8

(

L⊤x
)

i
=

n
∑

j=1

ljixj =

n
∑

j=i+1

ljixj , ��
 ���� i = 1, . . . , n− 1 .
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(

vw⊤
)

ij
= viwj , i = 1, . . . , n , j = 1, . . . , m .
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u(x, t) = f(x)g(t) , 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ T .
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� ��� ����� :������� ��� �� ��� ����"������� xi ��� tj(

uij = u(xi, tj) , i = 1, . . . , NL , j = 1, . . . , NT ,

�� �%��� ��

 ��� &��
�6 U = (uij) �$����
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 ��� �9����
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�����

U = vw⊤ ∈ R
NL×NT
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�� v ∈ RNL ��� w ∈ RNT ��������
��7�� ��3���
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vi = f(xi) , i = 1, . . . , NL

wj = g(tj) , j = 1, . . . , NT .
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Ux =
(

vw⊤
)

x = v(w⊤x) = 〈w, x〉v
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xi = ih , h = 1/N , i = 0, . . . N ,
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u′′(xi) ≈
u′(xi+1)− u′(xi)

h

≈ 1

h

(u(xi+1)− u(xi)

h
− u(xi)− u(xi−1)

h

)

=
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
��
 i = 1, . . . , N − 1 .
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A =
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h2

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

−2 1 0 0 . . . 0

1 −2 1 0 . . . 0

0 1 −2 1 . . .
���

���
� � �

� � �
� � �

� � � 0

0 . . . 0 1 −2 1

0 0 . . . 0 1 −2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

∈ R
(N−1)×(N−1) .
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d1 u1 0 0 . . . 0

l2 d2 u2 0 . . . 0

0 l3 d3 u3 . . .
���

���
� � �
� � �

� � �
� � � 0

0 . . . 0 ln−1 dn−1 un−1

0 0 . . . 0 ln dn

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠
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⎛

⎜

⎜

⎜

⎜
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⎜
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2 0 0 1 0

0 4 3 0 0

0 0 6 0 0

5 0 0 8 0

0 7 0 9 10
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⎟

⎟

⎟

⎟

⎟
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pµ,σ(ξ) =
1√
2πσ
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ρ0(x, y) ≡ 1 , ρ1(x, y) =
1

1 + x2
, ρ2(x, y) =
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1 + y2
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K = {(x, y, z) : x, y, z ≥ 0 , x2 + y2 + z2 ≤ 1} ⊂ Ω
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ρ(x, y, z) =
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1 + x2 + y2 + z2
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